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VII．フーリエ級数とフーリエ変換 1 
 2 

1６. フーリエ級数 3 

 4 
16.1 フーリエ級数 5 

周期 Tを持つ周期関数 6 
  (16.1) 7 

を三角関数によって作られる級数によって表すことを考える。つまり， 8 

   9 

   10 

  (16.2) 11 

である。この級数をフーリエ級数(Fourier series)と呼ぶ。 12 

 13 

 14 
図16.1 周期関数 15 

 16 

16.2 フーリエ係数 17 

フーリエ級数の係数をフーリエ係数と呼ぶ。フーリエ係数 an, bnは以下の積分によって18 

求めることができる。 19 

  (16.3) 20 
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  (16.4) 21 

フーリエ係数がこれらの積分によって求められることは，積分の f(x)にフーリエ級数を22 

代入することにより証明される。すなわち， 23 

   24 

     25 

   26 

    27 

    28 

  29 

   30 

   31 

  (16.5) 32 

となり，係数 anと一致することが示される。正弦級数への積の項と余弦同士でも次数 n33 

以外の項は関数の周期性により消えてしまい，同じ次数の項のみが残る。bnも同様であ34 

る。 35 

 36 

16.3 スペクトル 37 

 フーリエ係数の各次数の係数の２乗の和 38 

  (16.6) 39 

をパワースペクトル，その平方根をとったもの 40 
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を振幅スペクトルという。 42 

 43 

16.4 パーセバルの恒等式 44 

 関数 f(t)がフーリエ級数で表されるとき， 45 

  (16.8) 46 

という関係がある。これをパーセバルの恒等式という。 47 

 48 

16.5 フーリエ余弦級数・正弦級数 49 

 偶関数 50 
  (16.9) 51 

のフーリエ級数は余弦の項のみ和で表される級数となり，フーリエ余弦級数と呼ばれる。 52 

  (16.10) 53 

また，奇関数 54 
  (16.11) 55 

のフーリエ級数は正弦の項のみ和で表される級数となり，フーリエ正弦級数と呼ぶ。 56 

  (16.12) 57 

 58 

16.6 フーリエ級数の例 59 

 関数 f(t)が周期 2pの矩形波を表すとする。すなわち， 60 
    61 

   (16.13) 62 

である。このとき，f(t)をフーリエ級数で表すことを考える。 63 

  64 
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   68 

   69 

   70 

  (16.15) 71 

は奇関数であるので，余弦関数の係数が 0となっている。また，正弦関数の係数も偶数72 

のとき，0 になっていることに注意しよう。よって，矩形波 f(t)のフーリエ級数は展開73 

すると， 74 

  (16.16) 75 

である。関数に不連続があると，不連続部分に振動が現れ，次数を大きくしても振動が76 

なくなることはない。これをギプスの現象と呼ぶ。 77 

 78 

 79 
図16.2 矩形波とそのフーリエ級数 (49 次)による再現：ギプスの現象が見られる 80 
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 81 
図16.3 三角波のフーリエ級数による再現 (19 次)：ギプスの現象はない 82 

 83 

16.7 フーリエ級数複素表示 84 

 フーリエ級数を複素数で表すことを考える。 85 
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  (16.22) 87 
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  (16.23) 92 

係数を 93 

  (16.24) 94 

  (16.25) 95 

  (16.26) 96 

と置くと， 97 

  (16.27) 98 
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  (16.33) 114 

のとき A(x)関数は区間[a, b]で規格化あるいは正規化されていると言う。 115 

 関数の集まりf1(x), f2(x),…が 116 

  (16.34) 117 

を満たすとき，{fm(x)}を区間[a, b]で直交関数系という。全ての関数が， 118 

  (16.35) 119 

のとき，正規直交系と呼ぶ。 120 

 121 
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1７. フーリエ積分とフーリエ変換 123 

 124 
17.1 フーリエ積分 125 
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  138 

であるので， 139 

  (17.6) 140 

と表される。これを(17.4)に代入すると，  141 

   142 
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  (17.7) 144 

である。ここで周期無限大の極限を考える。 145 
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  (17.13) 160 
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  (17.14) 162 
となる。三角関数の加法定理 163 
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  180 

  (17.21) 181 

と書き直せる。これはフーリエ積分公式の複素表示である。この式より， 182 
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と置けば， f(t)は 184 
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ガウス関数 204 

  (17.28) 205 

をフーリエ変換する。(17.22)より， 206 

   207 

   208 

   209 

   210 

   211 

   212 

   213 

  (17.29) 214 
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となる。すなわち，ガウス関数のフーリエ変換はガウス関数であり，フーリエ逆変換も219 

ガウス関数である。 220 

 221 

17.4 ディラックのデルタ関数 222 

 ある関数が x = 0において無限大の値を持ち，その他では 0という極端な値を持つ場223 

合を考える。つまり， 224 
   (17.41) 225 

   (17.42) 226 

と表わされる関数である。このとき，積分が 227 

  (17.43) 228 

となる場合，この関数をディラックのデルタ関数と呼ぶ。今 x = a付近で連続な関数を229 

考え，デルタ関数と掛けたものを積分すると， 230 

  (17.44) 231 

となる。 232 

このような関数は，幅がe，高さが 1/eとした矩形パルスを考え，フーリエ変換すると，233 

(17.27)より， 234 

  (17.45) 235 

となる。ここで とする極限を取ると， 236 

  (17.46) 237 

となり，デルタ関数のフーリエ変換が 1であることが示される。このことは，1のフー238 

リエ逆変換がデルタ関数であること，すなわち， 239 

  (17.47) 240 

を示している。 241 

 242 

δ x( ) = ∞ x = 0( )
δ x( ) = 0 x ≠ 0( )

δ x( )dx = 1
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∞

∫

f x( )δ x − a( )dx
−∞

∞

∫ = f a( ) δ x − a( )dx = f a( )
−∞

∞

∫

F k( ) = 1
ε
e− ikx dx

−ε 2

ε 2

∫ = − 1
ikε

e− ikx⎡⎣ ⎤⎦−ε 2
ε 2

= 1
ikε

eikε 2 − e− ikε 2( )
ε → 0
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ε→0

1
ikε

eikε 2 − e− ikε 2( ) = 1ik
deikε

dε
⎛
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⎞
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= ik
ik
eik0 = 1

f x( ) = 1
2π

eikx dx
−∞

∞

∫ = δ x( )
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 243 
図17.1 サンプル周波数 1000Hzの 500次余弦級数によるデルタ関数 244 

 245 


