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VI. 常微分方程式 1 

 2 

14．１階常微分方程式 3 
導関数をもつ方程式を微分方程式とよぶ。常微分方程式は常微分係数のみをもつ微分方4 

程式である。ここでは，１階微分係数のみをもつ常微分方程式を考える。 5 

 6 

14.1 変数分離形の１階常微分方程式 7 

 １階微分係数のみをもつ常微分方程式は１階常微分方程式とよばれる。１階常微分方8 

程式は， 9 

  (14.1) 10 

と表すことができる。y(x)が求める解である。 11 

 １階微分方程式が 12 

  (14.2) 13 
のように変形できるときには， 14 

  (14.3) 15 

となって，左辺が yだけの，右辺が xだけの関数となる。このように書くことができる16 

常微分方程式を変数分離形という。この式は，積分ができて， 17 

  (14.4) 18 

のように解くことができる。 19 

 20 

14.2 線型１階微分方程式 21 

 次に１階微分方程式 22 

  (14.5) 23 
を考える。この式において，p, qは xのみの関数である。つまり，式が yや yの微分係24 

数の１乗である項の結合，すなわち１次結合あるいは線型結合で表されている。このよ25 

うな微分方程式を線型微分方程式という。 26 

F x, y, ′y( ) = 0

dy
dx

= f x( )g y( )

dy
g y( ) = f x( )dx

dy
g y( ) =∫ f x( )dx∫ +C

dy
dx

+ p x( ) y = q x( )
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  (14.6) 27 

のときは yを含まない項が 0であり，同次方程式となる。このとき， 28 

  (14.7) 29 
より， 30 

  (14.8) 31 

  (14.9) 32 

  (14.10) 33 

  (14.11) 34 

と解が求められる。 35 

  (14.12) 36 

のときは非同次方程式となる。このときは， 37 

  (14.15) 38 

とおいて C(x)を求める。このような方法を定数変化法という。を微分すると， 39 

   40 

   41 

  (14.16) 42 
となる。 43 

  (14.17) 44 
と変形できるので， 45 

q x( ) = 0

dy
y
= − p x( )dx

dy
y
= − p x( )dx∫ +C1∫

log y = − p x( )dx∫ +C1

y = exp C1⎡⎣ ⎤⎦exp − p x( )dx∫⎡
⎣

⎤
⎦

y = C exp − p x( )dx∫⎡
⎣

⎤
⎦

q x( ) = 0

y = C x( )exp − p x( )dx∫⎡
⎣

⎤
⎦

dy
dx

=
dC x( )
dx

exp − p x( )dx∫⎡
⎣

⎤
⎦ +C x( ) d

dx
exp − p x( )dx∫⎡

⎣
⎤
⎦

=
dC x( )
dx

exp − p x( )dx∫⎡
⎣

⎤
⎦ +C x( )exp − p x( )dx∫⎡

⎣
⎤
⎦ − p x( )( )

=
dC x( )
dx

exp − p x( )dx∫⎡
⎣

⎤
⎦ − p x( ) y

dy
dx

+ p x( ) y = dC x( )
dx

exp − p x( )dx∫⎡
⎣

⎤
⎦
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  (14.18) 46 
であり， 47 

  (14.19) 48 
となってこの式を積分すれば，C(x)が求められる。すなわち， 49 

  (14.20) 50 

が得られる。これを(14.15)に代入すると， 51 

  (14.21) 52 

と求められる。 53 

 54 

14.2 完全形 55 

方程式が， 56 

  (14.22) 57 

のように微分で表される式も微分方程式である。というのは， 58 

  (14.23) 59 
であるからである。このとき， 60 

  (14.24) 61 
となっている場合，(14.22)はある関数 u(x, y)の全微分が 0という式 62 

  (14.25) 63 
になっている。なぜなら， 64 

  (14.26) 65 

  (14.27) 66 
より， 67 
 68 

dC x( )
dx

exp − p x( )dx∫⎡
⎣

⎤
⎦ = q x( )

dC x( )
dx

= q x( )exp p x( )dx∫⎡⎣ ⎤
⎦

C x( ) = q x( )exp p x( )dx∫⎡⎣ ⎤
⎦dx + D∫

y = exp − p x( )dx∫⎡
⎣

⎤
⎦ q x( )exp p x( )dx∫⎡⎣ ⎤

⎦dx + D∫( )

p x, y( )dx + q x, y( )dy = 0

p x, y( )+ q x, y( ) dy
dx

= 0

∂p
∂y

= ∂q
∂x

∂u x, y( )
∂x

dx +
∂u x, y( )

∂y
dy = 0

∂u
∂x

= p x, y( )
∂u
∂y

= q x, y( )
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  (14.28) 69 
だからである。この場合，(14.22)は完全形と呼ばれる。(14.25)は等高線を表す式 70 

  (14.29) 71 

を解に持つ。一方，p(x, y)を xで積分した関数 72 

  (14.30) 73 

を用いると， 74 

  (14.31) 75 

という形に書けるはずである。ここで，D(y)は任意の yだけの関数である。(14.31)より， 76 

  (14.32) 77 
が成り立っていることがわかる。(14.24)から 78 

  (14.33) 79 
となるので，この式から 80 

  (14.34) 81 
が得られる。括弧の中は xで偏微分したときに 0，すなわち yのみの関数 82 

  (14.35) 83 
となっているので，これを yで積分して D(y)とする。すなわち， 84 

  (14.36) 85 

である。(14.31)に代入すると， 86 

  (14.37) 87 
となる。この式は，(14.22)を満たしている。なぜなら，(14.33)を yで微分すると， 88 

  (14.38) 89 
となり，(14.27)と一致するからである。  90 

∂p
∂y

= ∂
∂y

∂u
∂x

= ∂
∂x

∂u
∂y

= ∂q
∂x

u x, y( ) = C

F x, y( ) = p x, y( )dx∫

u x, y( ) = F x, y( )+ D y( )

p x, y( ) = ∂u
∂x

∂q
∂x

= ∂p
∂y

= ∂2F
∂x∂y

∂q
∂x

− ∂2F
∂x∂y

= ∂
∂x

q − ∂F
∂y

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 0

G y( ) = q − ∂F
∂y

D y( ) = G y( )∫ dy

u x, y( ) = p x, y( )dx∫ + q x, y( )− ∂
∂y

p x, y( )dx∫
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
dy∫ = C

∂u
∂y

= q x, y( )
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 いま，次のような例を考える。 91 

  (14.39) 92 

  93 

このとき， 94 

  (14.40) 95 

は完全形の微分方程式である。なぜなら， 96 

  (14.41) 97 

を x, yで (13.31)を偏微分したものが p, qであり，fの全微分は 98 

  (14.42) 99 

であるからだ。このとき， 100 

  (14.43) 101 
となり，(14.28)も成立している。(14.33)より， 102 

  (14.44) 103 

   104 

   105 

   106 

  (14.45) 107 

となるので，解は 108 

  (14.46) 109 

で良いことも分かる。 110 

 111 

 112 

p x, y( ) = 8x3 + 2xy

q x, y( ) = x2 − 2y +1

p x, y( )dx + q x, y( )d = 0

f x, y( ) = 2x4 + x2 y − y2 + y

df = p x, y( )dx + q x, y( )dy

∂p
∂y

= 2x = ∂q
∂x

I = 8x3 + 2xy( )dx∫ + x2 − 2y +1( )− ∂
∂y

8x3 + 2xy( )dx∫
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥dy∫

= 2x4 + x2 y + x2 y − y2 + y +C1 −
∂
∂y

2x4 + x2 y( )∫ dy

= 2x4 + x2 y + x2 y − y2 + y +C1 − x2∫ dy

= 2x4 + x2 y + x2 y − y2 + y − x2 y +C2

= 2x4 + x2 y − y2 + y +C2

f x, y( ) = C



 61 

1５．２階常微分方程式 113 
ここでは，２階までの微分係数をもつ常微分方程式を考える。 114 

 115 

15.1 ２階常微分方程式 116 

２階までの微分係数をもつ常微分方程式は２階常微分方程式とよばれる。一般的には， 117 

  (15.1) 118 

と表すことができる。 119 

 ２階微分方程式は，場合によって１階微分方程式に変形することができる。１つの例120 

は，(15.1)で，yの項が含まれていない場合 121 

  (15.2) 122 

である。このときは p = y´として，  123 

  (15.3) 124 

と表すことができるからである。 125 

 今，自由落下を考える。 126 

  (15.4) 127 
ここで， 128 

  (15.5) 129 
は速度である。(15.5)を(15.4)に代入すると， 130 

  (15.6) 131 
となる。変数分離をして得られた 132 

  (15.7) 133 
を積分する。すなわち， 134 

  (15.8) 135 

  (15.9) 136 

が得られる。ここで，C1は任意定数である。もう一度(15.6)を用いると， 137 

F x, y, ′y , ′′y( ) = 0

F x, ′y , ′′y( ) = 0

F x, p, ′p( ) = 0

m
d 2x
dt2

= −mg

v = dx
dt

dv
dt

= −g

dv = −gdt

dv∫ = − g dt∫

v = −gt +C1



 62 

  (15.10) 138 

  (15.11) 139 

より，解 140 

  (15.12) 141 
が得られる。ここで，C2も任意定数である。このように，２階常微分方程式の任意定数142 

は２つであり，これらの任意定数を決定するには初期条件や終端条件など２つの境界条143 

件が必要である。ここで，境界条件が２つとも初期条件のとき，(15.9)と(15.12) に t = 0 144 

を代入すると，C1と C2はそれぞれ，初速度 v0 = v (t = 0)と初期位置で x0 = x (t = 0)ある145 

ことがわかる。したがって，xは 146 

  (15.13) 147 
と求められる。 148 

 149 

15.2 位置エネルギー 150 

 ここで，運動方程式に現れる力が場所 xのみの関数であるとする。 151 

  (15.21) 152 
加速度を速度の微分で置き換えると，9.2 節と同様の議論を行うと， 153 

  (15.22) 154 

  (15.23) 155 

と変形できる。(15.23)の両辺をそれぞれ積分し， 156 

  (15.24) 157 

となる。ここで，左辺に積分を実行し，右辺の積分を次の通り２つに分ける。 158 

  (15.25) 159 
ここで， 160 

dx
dt

= −gt +C1

dx = −gt +C1( )dt

x = − 1
2
gt2 +C1t +C2

x = − 1
2
gt2 + v0t + x0

m
dv
dt

= F x( )

mv
dv
dx

= F x( )

mvdv = F x( )dx

mvdv
v a( )
v b( )
∫ = F x( )dx

a

b

∫

1
2
mvb

2 − 1
2
mva

2 = F x( )dx
∞

b

∫ − F x( )dx
a

∞

∫
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  (15.26) 161 

とおく。V(x)は無限遠から質点を移動させたとき，質点が受ける仕事である。負号は質162 

点が仕事をされることを意味する。さらに，位置 xのみの関数であるので，位置エネル163 

ギーあるいはポテンシャルエネルギーとよばれる。(15.25)を用いると，(15.26)は， 164 

  (15.27) 165 
である。左辺と右辺を地点 a, b における運動エネルギーと位置エネルギーでまとめる166 

と， 167 

  (15.28) 168 
となる。力が場所のみの関数であるとき，運動エネルギーと位置エネルギーの和が保存169 

することを示す。 170 

 171 

15.3 単振動と線型２階常微分方程式 172 

バネと重りが繋がった状態を考える。バネ定数を k，重りの質量を mとする。質量を釣173 

り合いの状態から重りを引っ張って手を離すと，重りは振動運動を始める。釣り合いの174 

位置を原点とし，変位を xとすると，重りの運動方程式は，ニュートンの運動法則より， 175 

  (15.31) 176 

と表される。ここで，Fsはバネから受ける力である。バネ定数を kとすると，Fsの大さ177 

は xに比例し，方向は反対に働く。すなわち， 178 

  (15.32) 179 

と表される。したがって，運動方程式は， 180 

  (15.33) 181 
あるいは， 182 

  (15.34) 183 
と表される。この式は時間の関数 x(t)を求める２階の微分方程式となっている。ここで， 184 

  (15.35) 185 
とおくと， 186 

V x( ) = − F ′x( )d ′x
∞

x

∫

1
2
mvb

2 − 1
2
mva

2 = −V b( )+V a( )

1
2
mvb

2 +V b( ) = 12mva
2 +V a( ) = const.

FS = −kx

m
d 2x
dt2

= −kx

d 2x
dt2

+ k
m
x = 0

ω0
2 = k
m
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  (15.36) 187 
と表される。この式は，より一般的な常微分方程式 188 

  (15.37) 189 
において， 190 

  (15.38) 191 

  (15.39) 192 

  (15.40) 193 

とした式となっている。(14.45)は(14.5)と同様に線型常微分方程式である。 194 

２階の場合は，線型２階微分方程式とよばれる。この式のように p(t)と q(t)が定数のと195 

き，定数係数線型２階微分方程式という。 196 

 (14.44)のように右辺が 0の場合，その解は次のように求めることができる。xを複素197 

数 zで置き換え，解を 198 

  (15.41) 199 
と推測する。ここで，zや lは複素数であり，かつ lは定数である。(14.49)を(14.44)に200 

代入すると， 201 

  (15.42) 202 

より， 203 

  (15.43) 204 

が得られる。この式は特性方程式とよばれる。この式から， 205 

  (15.44) 206 

となる。このとき解は， 207 

  (15.45) 208 

  (15.46) 209 
の２つであるということになるが，これらの線型結合も線型微分方程式の解である。つ210 

まり解は， 211 

d 2x
dt2

+ω0
2x = 0

d 2x
dt2

+ p t( ) dx
dt

+ q t( )x = r t( )

p t( ) = 0

q t( ) =ω 2

r t( ) = 0

z = eλt

λ 2eλt +ω0
2eλt = 0

λ 2 +ω0
2 = 0

λ = ±iω0

z = eiω0t

z = e− iω0t
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  (15.47) 212 

である。ここで，C1, C2は任意定数であり，複素数である。実際の変位を表す xは実数213 

であるので，zの実数部分をとり， 214 

  (15.48) 215 

より，任意定数 A, Bを用いて， 216 

  (15.49) 217 

あるいは，任意定数 A, fを用いて， 218 

  (15.50) 219 

と表すことができる。ここで，A,は振幅，fは初期位相である。２つの任意定数が含ま220 

れるのは，微分方程式が２階だからである。これらの定数は境界条件によって決めるこ221 

とができる。 222 

 223 

 224 

図14.1 単振動：重りの変位とバネの復元力 225 

 226 

14.4 過渡的な状態：減衰と減衰振動 227 

今度はバネと重りだけでなく，図 14.2 のようにバネとダッシュポットにつながってい228 

る場合を考える。３つがまっすぐに並んでいるように描かれているが，重りにかかる力229 

は，バネからの力とダッシュポットからの力の和である，すなわち並列繋ぎであること230 

に注意すべきである。このとき，バネとダッシュポット以外の外力が働かないとすると，231 

重りの運動方程式は 232 

z = C1e
iω0t +C2e

− iω0t

x = Re z⎡⎣ ⎤⎦

x = Acosω0t + Bsinω0t

x = Acos ω0t +φ⎡⎣ ⎤⎦
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  (15.51) 233 
と表される。ダッシュポットは封入された粘性流体から抵抗を受けるピストンのような234 

物である。そのため，粘性流体から速度に比例した抵抗 235 

  (15.52) 236 
を受ける。したがって，運動方程式は 237 

  (15.53) 238 
となる。ここで， 239 

  (15.54) 240 
である。(15.53)のような右辺が 0の方程式を同次方程式という。このときは，ダッシュ241 

ポットの作用により，運動が収まっていく過渡的な状態を表す。 242 

 同次線型常微分方程式の解は(14.46)と同様な方法で求めることができる。(14.46)より，243 

特性方程式 244 

  (15.55) 245 

が得られる。lを求めると， 246 

  (15.56) 247 

となる。lは平方根の中が正のときは，実数となり，負のときは複素数となる。したが248 

って，gと w0との関係によって運動の様相が変化する。 249 

(1) g > w0のとき：過減衰 250 

l は実数であり，振動は起こらない。減衰定数が大きく，速度について急激な減衰251 

が起こる。このとき，解は， 252 

  (15.57) 253 

である。ここで，C1, C2は任意定数であり，実数である。初期条件で，重りの変位と254 

速度が 255 

  (15.58) 256 

m
d 2x
dt2

= FS + FD

FD = −β dx
dt

d 2x
dt2

+ 2γ dx
dt

+ω0
2x = 0

2γ = β
m

λ 2 + 2γλ +ω0
2 = 0

λ = −γ ± γ 2 −ω0
2

x = e−γ t C1 exp t γ 2 −ω0
2⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥ +C2 exp −t γ 2 −ω0

2⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥( )

x 0( ) = x0
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  (15.59) 257 

のように与えられるとき， 258 

  (15.60) 259 

  (15.61) 260 

ここで， 261 

  (15.62) 262 
で，過減衰のときは h > 1である。ダッシュポットの作用により，重りの運動が遅く263 

なるので，振幅は臨界減衰のときよりもゆっくり減少する。 264 

(2) g = w0のとき：臨界減衰 265 

lは重解である。臨界減衰は過減衰と減衰振動の境界であり，h = 1である。このと266 

き， 267 

  (15.63) 268 

という解のほか， 269 

  (15.64) 270 

という解も持つ。これは次の議論からわかる。ここで，もう１つの解は gに十分小271 

さい eを加えたものであると考える。このとき，(14.68)のテイラー展開を 1次まで272 

とると， 273 

  (15.65) 274 

となる。eを任意定数のように考えると，(14.69)を解に持っていなければならない。275 

したがって，解は 276 

  (15.66) 277 

となる。初期条件が(15.58) (15.59)で与えられるとき，任意定数は 278 

v 0( ) = 0

C1 =
x0ω0 h+ h2 −1( )
2ω0 h2 −1

C2 =
−x0ω0 h− h2 −1( )
2ω0 h2 −1

h = γ
ω0

x = C1e
−γ t

x = C2te
−γ t

e− γ +ε( )t = e−γ t +
d e−γ t( )
dγ

ε = e−γ t + te−γ tε

x = e−γ t C1 +C2t( )
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  (15.67) 279 

  (15.68) 280 

となる。臨界減衰のときには振幅が最も早く 0になる。 281 

(3) g < w0のとき：減衰振動 282 

l は複素数であり，振動しながら振幅が徐々に小さくなってゆく解となる。減衰定283 

数 gが小さいためである。また， h < 1である。このような運動は減衰振動と呼ば284 

れる。 285 

  (15.69) 286 

より， 287 

  (15.70) 288 

である。ここで，A, B も初期条件から決まる任意定数である。初期条件が(15.58) 289 

(15.59)で与えられるとき，これらは 290 

  (15.71) 291 

  (15.72) 292 
と計算される。 293 

 294 

 295 

図14.2 バネとダッシュポットが繋がれた重り 296 

 297 

C1 = x0

C2 =ω0x0

x = e−γ t C1 exp it ω0
2 − γ 2⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥ +C2 exp −it ω0

2 − γ 2⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥( )

x = e−γ t Acos t ω0
2 − γ 2⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥ + Bsin t ω0

2 − γ 2⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥( )

A = x0

B =
hx0
1− h2
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 298 

図14.3 過減衰(灰色，h = 2.0)・臨界減衰(橙，h = 1.0)・減衰振動(青，h = 0.2) 299 

     x0 = 1.0, v0 = 0, w0 = 2p (T0 = 1.0)のときの解 300 

 301 

14.4 外力が存在する場合：強制振動 302 

 今，図のように系全体を支えている地面が振動する場合を考える。このとき，静止し303 

た座標系からみた重りの運動方程式を考える。重りの静止座標からみた変位を x，地動304 

の変位を X で表すことにする。右辺のダンピング，およびバネの反発力の項はそれぞ305 

れ，地面と重りの速度差，および変位差となる。このため，運動方程式は 306 

  (15.81) 307 
と表すことができる。ここで，重りと地面の変位差，すなわち，地面からみた重りの相308 

対変位を 309 

  (15.82) 310 
と表すことにする。このとき，重りの変位は， 311 

  (15.83) 312 
である。(14.82) (14.83)を用いると，(14.81)は 313 
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  (15.84) 314 

となる。左辺の第２項，つまり，地面の加速度の項を右辺に移行すると， 315 

  (15.85) 316 
となる。この式は，地面からみた重りの運動方程式である。地面の加速度は静止した座317 

標では存在しない見かけの力である。地面が上向きの加速度を持つと，重りはその慣性318 

で同じ場所に留まろうとするので，変位差が減少していく方に見かけの加速度を受ける。319 

ここで，地面の揺れを， 320 

  (15.86) 321 

と仮定する。実際の揺れは，様々な周期の波の重ね合わせ，フーリエ級数 (変換) とし322 

て表すことができる。(14.86)を(14.85)に代入すると， 323 

  (15.87) 324 
となる。右辺の第１項と第２項を左辺に移項して，mで割ると， 325 

  (15.88) 326 
と表される。この式は非同次線型常微分方程式である。ここで，(14.44)と同様 xを複素327 

数 zに置き換えると，  328 

  (15.89) 329 
となる。(14.88)は，この式の実部をとったものであるので，解も zの実部をとったもの330 

である。 331 
 332 
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 333 
図14.4 機械式地震計(水平動)の原理：地動 X，重りの変位 x，相対変位 x´ 334 

 335 

 さて，(14.89)の解であるが，一般的には未定定数法を用いて求められる。すなわち，336 

の任意定数を tの関数として， 337 

  (15.90) 338 

とするのである。しかしながら，この方法は少し計算が大変なので以下のように考える。339 

(14.88)の一般は過渡的な応答の一般解 (14.57) (14.66) (14.69)のいずれかと，外力項があ340 

ることにより起こる定常的な運動による特解を足し合わせたもので表される。(14.89)か341 

ら，特解の形を推測し， 342 

  (15.91) 343 

とおく。これを(14.89)に代入すると， 344 

  (15.92) 345 

となるので，exp[iwt]で割って，左辺を Aでまとめると， 346 

  (15.93) 347 

が得られる。Aについて解くと， 348 

  (15.94) 349 

が求められる。両辺を入力の振幅 X0で割ったものを A´とおく。A´は地震計の相対変位350 

と地動変位との振幅比の周波数特性を表す。さらに，有理化すると， 351 

z = C1 t( )exp iωt⎡⎣ ⎤⎦ +C2 t( )exp −iωt⎡⎣ ⎤⎦
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  (15.95) 352 

   353 

  (15.96) 354 

となる。よって，解は 355 

  (15.97) 356 

と表される。この式の実数部をとったものが(14.88)の解である。すなわち， 357 

  (15.98) 358 

である。ここで，(15.86)の実数部を a，虚数部を bとして， 359 

  (15.99) 360 

w < w0 (a > 0)のとき， 361 

  (15.100) 362 
である。ここで，Bは倍率，fは位相のずれを表す。A´の２乗 363 
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  (15.101) 367 

より， Bは 368 

  (15.102) 369 

となる。また，(15.90)は 370 

  (15.103) 371 
と求められる。ここで， 372 

  (15.104) 373 

  (15.105) 374 
とおく。ここで，n0と T0は地震計の振子の固有振動数と固有周期，nと Tは地震波の振375 

動数と周期である。したがって，u は長周期の地震波ほど大きくなる。また，h はダン376 

ピングファクターの固有振動数に対する相対的な強さであり，大きいほど減衰が強い。377 

このとき，(14.102)と(14.103)は 378 

  (15.106) 379 

  (15.107) 380 
となる。hが 1のとき，地震計の過渡応答が臨界減衰であることを意味する。図 14.4 は381 

地震計の振幅特性 (15.96) のグラフである。 382 
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 384 
図14.5 h = 1のときの機械式地震計の振幅特性 385 

 386 

 この力学的な系は，抵抗・コンデンサ・コイル，および交流電源を直列につないだRLC387 

回路と等価である。抵抗値を R，電気容量を C，インダクタンスを Lとすると，電圧降388 

下の合計が電源電圧に等しいことから，電圧の式は 389 

  (15.108) 390 
となる。この式を時間で微分すると，非同次２階線型常微分方程式 391 

  (15.109) 392 
が得られる。 393 
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